Exercice n°17

Demi disque sur plan. (Energie-puissance)

. , . o -> > -
- Au bati 0 est attaché le repére galiléen R, (O, Xg ,y, ,Z, )
- Un solide 1 est constitué¢ d'un demi disque homogene,
de masse m de rayon r et de centre A.
- Son centre d'inertie est noté G. On lui associe le repere
Ri (A, X) ,}7I ,Z ) et on pose oL = ()?;,)Z )
- Le solide 1 est en contact en I avec un plan horizontal
li¢ au bati. Il oscille par rapport a R, avec roulement

sans glissement en 1. A _F _E
- Le mouvement est considéré plan.
I(AS)=|-F B -D

D
On donne : GA =by; -E -D C )5
1

1 — Proposer en la justifiant une forme simplifiée I’opérateur d’inertie 1(A,S).

V2
. . . . mr 1
Le cylindre entier de masse m’ a un moment d’inertie IAz—CyI = - #1 %
: Z 1
. i . . m O
Pour une raison de symétrie, les deux demi-cylindres de masse m=— A
2
ont méme inertie par rapport a l'axe (A, 7).
. 1m'r? 12mr? mr?
Donc pour le demi-cylindre, 1,5, =— =— =
2 2 2 2 2 ) )
i A , . m.rc - m.h
On raisonne de méme pour 1, et pour |, [’axe et on obtient 1,y =1, = T+ avec h=0
Les deux plans de symétrie annulent les produits d’inertie.
A 0 O
L’opérateur d’inertie obtenu a donc pour forme |0 A 0
De plus, le solide étant planona C=2A 0 0 CJ;
1
2 — Exprimer le torseur cinématique du mouvement du solide 1 par rapport au repére R,
exprimé en I, A puis en G, en ne faisant intervenir que a, sa dérivée et les parametres
géométriques.
0 =
Il'y a roulement sans glissementen | entre 1 et 0 = {Vol}z az
0J,
Vaciio =Viewo + Al ALy g =1 naZ2 = Vo = Xy
Vee0 =Vacrio +CAAN g =—TaXy +bY, naZ =V =-Ta¥ +haX,
d’ou: - et 7
az 1 al
{ Vol} = { Vo } =
—raXy), —raX, +baX

Cl 3 Etude dynamique et énergétique des solides Page 1 Corrigés d’exercices de SII



3 — Montrer que le moment cinétique du solide 1 par rapport au repére R, en A s’écrit :

Opc1/o = Caz-mbracos(a)z

A 0 O 0 0 . .
Oacl/0 = 0O A O 0 +AG/\mVA€1/0= 0 +EAmVAel/O :Caf—mbyl/\—ra)fo
0 0 CJylo 0
Ha B Ca
1

By
=CaZ+mbray, aXy=CaZ+mbra(—-cos(a)Z)=CaZ—-mbracos(a)Z

En déduire I’expression du torseur cinétique du solide 1 par rapport au repére R, en A

(o] 0
—mraX, + mbaX
d’ou: {C&}= % !

0o [o]
CaZ—-mbracos(a)z

A

4 — Déterminer I’expression de I’énergie cinétique du solide 1 par rapport a R,.

0

2E01/0={Vol}®{C§}= al ® —mroogiOerb&y(l

—rOOzY(O A Coozf—mbroozcos(a)z A

02 02 02 02
=C a—mbr « cos(a )+mr? ¢ —mbr o cos(«)

02 02
2-Ecyyg =(C +mr2) a—2mbrcos(a) a

5 — Déterminer la puissance des efforts extérieurs appliqués au solide 1 dans son mouvement
par rapport a R,.

On isole le demi-disque.

XO—>1 /

Bame : Il est soumis au contacten 1 {0 > 1= <Y, ,; /

L/ 0

0

-ma -V
etau poidsen G { pes — 1} = { gﬂ yo}
G 0
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Puissance des efforts extérieurs appliqués au solide 1 dans son mouvement par rapport a R,.

Bosyoy =] Vg 1 ®{0>1} = ai| g Rojl =¢7-0+0-R, ;=0 S o
o= Jo0 4= 20 ol o —
5(0 cos(a) —sin(a)
. ) Yo | sin(@)  cos(a)
al -mg - Yo
(P(pes—>1/0):{vol}®{pes_)l}: ®{ g }
G

(o) (o)
—raXy+baX |,

z(—raio +ba>*<1]-(-mg-370):>(P(pes_)1,0) =-bamgsin(a)

6 — Appliquer le théoréme de I’énergie cinétique et en déduire la loi de mouvement.

dEcy ;g _ &
dt — *( pes—1/0)

dEC 0 00 0 00 . 03
Zd—tllo = Z(C + mrz)a a—4mbrcos(a )a a+2mbrsin(a) a

0, oo 0, oo o/g2 o
:>(C+mr2)p{a—2mbrcos(a)¢{a+mbrsin(a)a =-b # mgsin(«)

00 00 02
=X (C+mr2)a—2mbrcos(a)a+ mbrsin(a ) & =-bmgsin(« )| (1)

2
m-r
, Montrer que cette équation ne dépend pas de la masse .

7 —En posant : C =

2
. mr :
Sion remplace C par - on obtient

3mr? ) « . . .2 .
( 5 Ja—Zmbrcos(a)owmbrsm(a)a:-bmgsm(a)

{3r2 Joo 02
= T—Zbrcos(a) a+brsin(a) a =-bgsin(a)|(2)

o

-r

Rinq : sachant que b = , le mouvement ne dépend que deretg

w

T
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8 — En envisageant le cas des petits mouvements avec les conditions initiales suivantes,
donner I’expression de «(t) ainsi que la période du mouvement.

a(t) tréspetitdevant = cos(a) ~ 1 et sin(a(z) ~ a(t)

00 o

3r2 2
En remplagant dans (2), on obtient : T =2br |a+br-aa =-bg -«
02
bm-o{r a}

Recherche de la solution de I’équation @) P-da+Q-a =0

avec \bm-a[g]\ >

_ 3r2 w 3
on obtient T—Zbr a+bg-a =0 |(3)

- Elle est de la forme @ a= Cl' cos wt + C2 - Sin wt dont on calcule les
dérivées :

(b) a = -C;-w-sin wt + C, - w-cos wt
(c) a=-C -w? - cos wt - C,- w? - sin wt

- Avec les conditions initiales: a T = 0, a = O I’équation (a) = Cl = 0Og
o =0 I’équation (b) = C2 =0

— . _ 2
Ainsi ’équation (a) devient: & = 0O "COS Wl et [’équation (C) 0= -On- W - COS wt

En remplagant O et Ol dans [’équation (2) . P-a + Q -ca = 0,

onobtent: (2) P+ (-0 - - cOseat ) +Q-( g -COSear) = O
2_Q _ 2-bg
- B e Ty,

D’ou I'équation du mouvement : a = (XO " €oS 3r2 _Abr ’

3 _sr?
2 3r

o+ —
3

avec b = ;‘_r , équation (3) devient |: :| Al 0o =0 |:97Z'—16:| r(D)OC+89 -a =0
7

=|lw= __8 o= 0n: COS __EQ__¢
(97 —16)r | © 0 (97 —16)r

Application numérique : pour un rayon de 5cm
2r 2w

w= 8x9,81 =11,3rad.s? | T=22=2% 0,565
(97-16)%0,05 o 11,3
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