EXERCICE 8 : GIROUETTE CONSTITUEE D’UN QUART DE DISQUE.

Q! Déterminer la matrice d’inertie 15(S;)
exprimée dans le repére R;.

> Recherche des moments d’inertie

2
On écrit la matrice du cylindre entier 4ma 0 0
proposée, en I’adaptant a notre 4
probleme : - 4ma?
| ,Disque complet=| 0 0
; 2
- au point O ;
- orientée avec I’axe du cylindre suivant V ; 0 0 4m a2
-enfaisant H=0 et R=a ; 4 i~
-etavecune masse M =4-m U’V’k
Moment d’inertie d’un disque complet |, de masse M =4-m E)
A
4-m)-a°
lov = [ (22+x2)-dm:—( )
Disq 2 N
u
(4-m)-a° 0 >

et IOu:Iok:IDiSq(x2+yZ/)-dm: 1

Moment d’inertie |, d’un demi-disque de masse 2-m

En utilisant les propriétes de symeétrie, on voit que pour les éléments de
surface situés symétriquement en M et en M’, Z et X sont les mémes au
signe pres.

On en déduit que (22 + X2) -dm est le méme pour deux éléments de

surface disposés symétriquement.

. 2 L2 B 2,2
Ainsi fmdisq(z +X )-dm— (z +X )-dm

1
E'IDisq

(2-m)-a®
2

— 2 2 -
=g, —jmdisq(z +X ) dm =
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Moment d’inertie d’un quart de disque de masse m N
Le raisonnement est le méme en utilisant les propriétés de symétrie. Ak

2
B , ) mea . r\
IOV - .|l1/4disq(Z +X )-dm a 2 it ¢ +Z g

2 _ 2 __1 2 2 O \ >
.[1/4disqz -dm = .[1/4disqx -dm = o .[1/4disq(z X )-dm M’ @D / Z
2 2 L
gy =l = A =g, =2 —
ou=lo 4 ou~lo 4 @5 +X
> Recherche des produits d’inertie
Le plan (k, O, U)est plan de symétrie.
Tous les produits qui contiennent la seconde composante
serontdoncnuls: D = F =0
[ m-a2 m-a? )
4 0 - 2:T
A 0 -E
m-a?
=15(S,) = 0 5 0 =10 2A 0
2 2 _E O A - = 1
m-a m-a U, v, k
— 0
2-m 4 ) o
u,v, k

Calcul de vérification de E (pour information mais non exigible) :

E= .|.1/4disqZ -x-dm

:_[1/4disq(r-sin0)-(r-cosG)-p-r-dB-dr dm=p-r-dO-dr

r=a 0=m/2
=p- [ r’-dr- [ sin0-cos0-d0=

r=0 0=0

r-sin@

r=a 0=n/2 1 —>
=p- [ r’-dr- | (55in20)-do _ u

= 0=0 O [ coso g

—

_ .ﬁa.z.[—COSZBT’Z_ 11 ) gatl om o ma
“lal 2l 2l TPa 27 A2 a4 2.1
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Q2 Déterminer le torseur cinétique {61/0} de la plague exprimé au point O.*

Calcul de la résultante cinétique : R,1/0 = m-V(G,1/0)

_

V(G,1/0 =V(©0,1/00+ GO A Q1/0

= —XG-U/\OL.k = - XV =

RC1/O = m-a-x.V
G

Calcul du moment cinétique : G 1/

Pendant la phase d’apprentissage, on écrira la relation compléte avec les indices du cours avant de lappliquer a

notre probléme et le cas échéant de la simplifier

Relationducours: T 44,5 = I s X.Q,/0+E/l m-Vi A1/0)

Appliquée a notre probléeme cela donne,

—_— —

Co1/0 =ﬁ(o,3)- Q) +OG A mV(0,1/0) avec O un point fixe. = G 1) =

los)- Q0
A 0 -E\(0) (E-d
= Opyo =0 B 0 [f0]=] O ouencore, Gq o =-E-a:
-E 0 A)l\a A-q B

1

I 0 E-a
m-a-x_-v
= am:{ }
0

o = ou encore autre écriture : | 6,,=
-E-g-U+A-a-k

Q3 Déterminer le torseur dynamique {21/0} de la plaque exprimé au point O.*

Calcul de la résultante dynamique : R41/0 = m-I'(G,1/0)

— dV@G1/0 dV(@G1/0
I'G,1/0 = =

+ Q1/0AV@G 1170
dt / B, dt / B,

) L= . N L2
=a-X,V+toakao-x vV = T@G1/0=a-Xg - .

_

_ . . .2
Rdl/o— m-a-xG-v . .

Calcul du moment dynamique : 9, 1/

o
Relation ducours: 0 4,,p = dt/A§0+m~V(A,7/0)/lkG,7/0)
0
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_ dGO,l/O

6 = car O est un point fixe.
VO dt/ B,
-E-a 0 -E-a -E-a
dGOl/O ~. . 2
YO dt/B, | nil oo lel Lael o A
Oy v,k \O "0 Ju, v, K ¢ Ja, v, K
-E-a
2
8o,1/o== E-a
A-a ~
U, v,k

Ecriture du torseur dynamique :

-m-&*-x; -E-d
= $1/0= m'&.'XG 'E‘(-l2
0 A-a .
o) u,v,

> Onisole S;.
> Bilan des actions mécanigques
(B.A.M.E))
xO—)l I‘O,O—)l

To1 =1 Yo1 Moo
0

ZO—)l
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Q5 Appliquer le P.F.D. et en déduire le torseur de I’action mécanique {Og_,1} transmise par la liaison
pivot exprimé au point O. , ainsi que la loi d’évolution du paramétre o au cours du temps, sachant qu'on

lache la plaque, sans vitesse initiale, d'une position o.

> Ecriture du P.F.D. au point O (car on demande de déterminer les composantes de I’action
transmise par la liaison pivot).

MyPes >1 = OGA RPes »>1= XG-(U+J?)A-m-g-R: XG~(U+Jz)A -m-g-k

= MgPes >1 = X5-m-g-V

Théoreme de la résultante dynamique : RT -1=Ry1/0
— <2 _
1) X =-M-a”-Xg
@ Yo = Mm-a-Xg

<« 5 équations permettant

de déterminer
les efforts de liaisons.

Théoréme du moment dynamique : Mg T —1= g/

4) Lo =-E-a
() My, +Xg-m-g = -E-a’ -
(6) -C-a = A-a <« Equation du mouvement

Elle donne la relation entre I'effort extérieur
appliqué et le parametre du mouvement.

> Résultats On en déduit les actions transmises par la liaison pivot.

{0%1}= m-a-Xg -E-a°
Pivot 0
m-g 0,8,

Q5 (suite) En déduire la loi d’évolution du paramétre o au cours du temps, sachant qu'on lache la plague,
sans vitesse initiale, d'une position o.

On cherche la solution de 1’équation (6) - A-oat+c-a =0

- Elle est de la forme (a) a = C1 -COS Ot +C2 -sin ot dont on calcule les dérivées :
(b) @ =-C;-o-sinot+C, -m-cos ot
(c) a= —Cl-coz-cos mt-CZ-mz-sin ot

- Avec les conditions initiales :
At=0 a= 0y  I’équation @ = Cl = o
0 I’équation (b) = C2 =0

a
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Ainsi Iéquation (@) devient : QL = @5 -€0OS @t et I’équation (C) : A = -0y ®” - cos

En remplacant o et @ dans équation (6) :  A-d +c-a = 0, onobtient:
C C
A- (-0 0> cos-@t) +c- cosat) =0 = o’=— =| o=,/—
(o ) e (o ) A A

C
D’ou I’équation du mouvement ; | & = O -COS \’K -t

avec C la raideur de torsion du ressort,
et A le moment d’inertie du % disque par rapport a I’axe (O, R) .

Remargue importante.

Si la question avait été seulement la détermination de la loi de mouvement, I’application du P.F.D. se
serait limitée a I’écriture d’une seule équation scalaire :

On aurait alors fallu écrire :
> P.F.D.

Théoreme du moment dynamique en projection sur I’axe (O, IZ) : MgT>1-k= 80’1,0 -k

Ainsi seule I’équation (6) aurait été prise en compte.

-c-a = A-d <« Equation du mouvement

Dans les exercices a venir, il faudra savoir choisir parmi les six équations du P.F.D, laquelle
(lesquelles) choisir, pour repondre a la (aux) question(s) posée(s).
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