PSI - T.D. de SII

CI3 : modéliser, analyser et expérimenter les comportements
dynamique et énergétique d'une chaine d'énergie d'un
systéme.

GEOMETRIE DES MASSES EN MOUVEMENT

EXERCICE1 RECHERCHE DE BARYCENTRES

Q1. Déterminer la position du centre d’inertic de la plaque
rectangulaire découpée ci-dessous par la définition du CdG.
(Eventuellement ultérieurement par Guldin)
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Q2. Déterminer la position du centre d’inertie de la plaque triangulaire
découpée ci-dessous par la définition du CdG. (Eventuellement
ultérieurement par Guldin).
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EXERCICE 2 APPLICATIONS DU THEOREME DE GULDIN

2-1Tore
- Déterminer la surface et le volume (V) d'un tore de rayons r et R.

Surface du tore :

D’aprés Guldin . S =XGL -0-L.

S=R-2n-2mr =| S=4n°-R-r

Volume du tore :

D’aprés Guldin V=X -0-S§

V=R2r-n-v’ =>|V=2n°r’-R

2-2 Sphere

- Déterminer la position du centre d'inertie du demi-cercle (C)
On connait ’expression de la surface de la sphére: S =4-m- R’

On cherche la position du centre de gravité de la ligne qui par
rotation engendre la surface de la sphére :

D’aprés Guldin S =Xg -0-L
Avec L= w-R et =27

4-7-R? 2-R
G, 5 p
Lt 2m-mR

=

2-3 Boule
- Déterminer la position du centre d'inertie du demi disque (S)

On connait I’expression du volume de la sphére : S =§ .- R’

On cherche la position du centre de gravité de la surface qui par
rotation engendre le volume de la sphére :

D’aprés Guldin V' =X; -0-S§

2
Avec § = 7 R et0=2-xm
4-n-R’ 4-R
s . 7T
3.22.7
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!
EXERCICE3 RECHERCHE DE MATRICES D’INERTIES &Qﬁ\%e

3-1 Inertie d'un solide extrudé par rapport a son plan de symétrie

On donne la méthode pour calculer le moment d’inertie du solide extrudé ci-contre par rapport au plan
(G,X,y).

Recherche du moment d’inertie par rapport
> = y
au plan (x, G, y).

o 2
Le moment d’inertie s’écrit : I,c, = [.z”-dm Surface : S

On choisit pour volume de matiére élémentaire, une
plaque de section S et d’épaisseur dz.

Nl s’écrit: dm = p-dv = p-S-dz d’ou:

3 /2
7 3
Ly :p-S-j'szz-dz —P'S'{—] = L, = p-S-h—
—h/2 ’ 12

On fait intervenir la masse dans I’expression de IX(;_Y avec m=p-S-h

h2

h? m
I, :/}3‘ >|Lg = m-—
6 12" £ ey = My

3-2 Matrice d'inertie d'un cylindre :

- On donne la résolution permettant la détermination
du moment d'inertie C du cylindre de

_)
rayon R et de hauteur h par rapport a l'axe (G z ).

On consideére un tube de diametre r et d’épaisseur dr
Ce volume de mati¢re élémentaire a pour masse :

——— - ———
0

dm = p-dv = p-dS-G-XGS: p-h-dr-2n-r o ! h
X ” )
Le moment d’inertie I, s’écrit : / I | :\\y
C=[r*dm= p-2n-l1-j::]Rr3-dr /}:L:”——_—__-~‘::‘:~\;:\
4 =R R ! 1 —¥%
r
= p-2n-h-| — = p-2n-h-——
SN
r=0

. . . 2
On fait intervenir ma masse dans I’expression de I, avec m = p-n-R”-h

4 o2
d’oil CZ}M/(-)‘-RT-W . C:mzR

. o \ e
- Déterminer le moment d'inertie A par rapport a l'axe (G x ).

m-R2

C :IGZ = 2

On détermine ensuite Lo, — _fs (y2 + z%)-dm

I, = [, (x*+ y?)-dm
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Or par raison de symétrie de révolution, | x’-dm = | . y’-dm =

d’ou I;, = js(yZJr z*)-dm = Lyz-der_fS z'-dm =

m-R*?
4

Ler

m-R2 m-h?
+
12

hZ

On s’appuie sur le résultat
obtenu pour le solide extrudé :

I, = m-—
xCy 12

IGx = m[

R? h?
_+_
4 12

- Exprimer la matrice d'inertie au centre d'inertie G dans la base (

On remarque que les trois plan
du repére sont plan de symétrie.
Les produits d’inertie sont donc
nuls.

-
X

5

|

4 R R
m- —+-—
4 1

\

3-3 Matrice d’inertie du parallélépipéde rectangle

Recherche des moments d’inertie par rapport
aux trois plans paralléles aux axes du repére et

Pour le plan (x, G, ¥), on extrude un rectangle
axb entre —c/2 et +c/2.
m-c¢
On obtient : Iygy = 12
Pour le plan (y, G, z), on extrude un rectangle
de section bxc entre —a/2 et +a/2.

On obtient : L,g, =

2

2
m-a

12
Pour le plan (z, G, x), on extrude un rectangle
de section cxa entre —b/2 et +b/2. m-b?

On obtient : g, = T

Recherche des moments d’inertie par rapport
aux trois axes passant par G.

Pour I’axe (G, x),

j's(y2 +z%)-dm :j'syz-dm +[ z%-dm
2. 2
On obtient : I, = IszJrley:) I, = A :m.b 1;(:
Pour I’axe (G, y),
j's(zer x*)-dm :Lzz-dm +] x*-dm
7. 2
On obtient : T, = Ly 1T | Ty, =B = m. < 1+2“
Pour I’axe (G, 2),
I, = [((x*+ y*)-dm =] x*-dm+[ y*-dm
a’+b?

On obftient : I, = Isz T

12
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On en déduit la diagonale de la matrice d’inertie

Puis les produits d’inertie :
On remarque que les trois plan du repére sont

plan de symétrie. Les produits d’inertie sont [ byl
donc nuls. m-— 0 0
12
— 22
IG.s) - 0 L ra
12
2, 2
a“+b
0 0 m-
L 12

3-4 Inertie d'une sphere.

3. m.R2

On donne le moment d’inertie I (S) =

Déterminer 'opérateur d'inertie d'une sphére de rayon R
par rapport a un repere situé en son centre

On remarque une symétrie sphérique
1
2 . 0,2 _
[(x*-dm = [ y*-dm = [ z*-dm —S-IG

2
I = Is(szr z*)-dm = E'm'RIZIGy =1,

On note que les plans de symétrie 2mR2 100
annulent les produits d’inertie I[(G,S) = 01 0
0 01 B0

3-5 Balancier

Le solide (S) ci-contre est constitu¢ de deux sphéres
identiques de masse M et de rayon R dont les centres sont

situés a une distance d de I’axe (G, ).
Déterminer son moment d’inertie [, du par rapport a I’axe (G, y) .

Le moment d’inertie de la premiére sphére par rapport a I’axe (G,,y)
_ 2-MR’
IGLV o g

On applique Huygens pour déterminer le moment d’inertie de la
premiére sphére par rapport a I’axe (G,Y)

I, =1, + Md*

Pour I’autre sphere le résultat est le méme.

On en déduit que pour I'ensemble des deux sphéres I, =2-(I; .+ M d?)
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