PSI Cours de SII

C.I.2 EVALUATION DES PERFORMANCES D’UN SYSTEME ASSERVI
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Exemple de systeme asservi : BPG Uno Scooter Concept

Le scooter BPG Uno III est un parfait exemple
de systéme asservi qui doit étre nécessairement |
stable pour un bon fonctionnement. L’équilibre
du systéme est notamment obtenu grice a un
systéme gyroscopique couplé a un calculateur
traitant les informations et transmettant les
consignes aux deux moteurs électriques équipant
les deux groupes propulsion.

(http:/bpg-motors.com/).
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On quantifie les performances de stabilité, précision et rapidité d’un systéme asservi, selon
I’évaluation de 3 critéres que sont respectivement les dépassements, 1’erreur et le temps de
réponse a 5%. La stabilité est une notion générale non spécifique des systémes asservis mais
elle prend cependant une grande importance dans le cas de ces systémes, car on souhaite
toujours qu’un systeme asservi soit stable. La stabilité est donc la performance que 1'on regarde
en premier et il est inutile d’analyser les autres performances si le systéme n’est pas stable.
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1 Notion de stabilité
1.1 Stabilité - Définitions

Exemples de systémes stables : figures 1-1 et 1-2 : Exemple de systéme instable : figure 1-3.

e(t) s(t) e(t) s(t) e(t) s(t)
—> SLCI > SLCI > >  SLCI —>

Aﬁ K L ﬂ |
t t 0 t|Figure 1-2 0 t > t|Figure 1-3 0 t

0 0 0

La définition de la stabilité¢ d'un systeme linéaire peut prendre deux formes équivalentes :

| Un systéme est stable si a une entrée bornée* correspond une sortie bornée. |

Un systéme est dit stable si sa réponse libre** tend vers zéro, quand t— .

* L’entrée peut étre une consigne ou une perturbation
** Lorsque I’entrée présente un retour a zéro (exemple un Dirac, un créneau...)

Un systeme réel instable oscille jusqu’a sa destruction. Ces oscillations sont dans

le cas général limitées par les différentes saturations (limites des amplificateurs
opérationnels, butées physiques, ...).
Ces limitations physiques font que les systemes ne sont plus modélisables par des
SLCI. IIs feront l’objet d’études spécifiques.

Nous allons développer deux types d'études, selon que 1'on analyse la fonction de transfert en
boucle fermée (FTBF) du systéme, ou bien la fonction de transfert en boucle ouverte (FTBO).

1.2 Aspect mathématique : Les poles de la FTBF
Considérons un systéme asservi modélis¢ par une fonction de transfert en boucle fermée T(p).

Si on le soumet & une impulsion e(t) = d(t) = E(p) = 1, on obtient : S(p) = T(p)

H(p) peut s'écrire, par décomposition en éléments simples, sous la forme : T(p) = % (pcﬁ
=1 (p-pi)™

ou les pi sont les poles (p; = a; + jo; pour les pdles complexes) de la fonction de transfert.

La sortie sera de la forme :

o G- 0, .
Ait Pt ojt .
s(t) = A+ 1222 WD)l + k;l Bi.e j; Die * .sin(wjt+¢)

On constate au vu de cette expression que la réponse impulsionnelle garde une valeur finie, si
les conditions suivantes sont vérifiées :

- les pi (poles réels) et les oj; (parties réelles des poles complexes) doivent étre négatifs
pour que les exponentielles correspondantes soient décroissantes,

- les Ai doivent étre tous nuls pour que la sortie libre revienne a zéro. Ce qui revient a dire
qu’il ne doit pas y avoir de pdle nul, donc pas d’intégrateur dans la FTBF.
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) » On peut conclure de cette étude que pour qu'un systeme linéaire soit stable :

—\ )7 | -1l faut que les poles de sa fonction de transfert soient
- des poles réels tous strictement négatifs
- des poles complexes a partie réelle strictement négative.

Exemple : une fonction de transfert en boucle fermée :
- 2 poles nuls

- I pole réel simple p = a

- 1 pole réel double p = b

- 2 poles complexes conjugués simples p = c £j.d

On soumet ce modele a une entrée en Dirac e(t) = o(t) = E(p) = 1

S(p) peut donc s’écrire . S(p)=H(p)-E(p)=H(p)-1 =—; N(f) —
P’ (-a).(p-b)’ ((p-c)’ +d°)
S(p) peut ensuite se décomposer : S(p) = ﬁ + A_g + B n ¢ C, Dp+E

+ 2+ 2 2
p—a p-b (p-b) (p-c) +d

La transformée inverse de Laplace de S(p) permet le retour temporel :
Dc+FE

s(t)= (AI + A, t+Be™ +C e +C,te" + D .cos(dt)+ .ec't.sin(d.t)).u(t)

Pour que la sortie revienne a zéro, il ne faut pas d’intégrateur et il faut que a, b, ¢, négatifs.
Ce qui revient bien a dire que les pdles de la partie réelle des racines est strictement négative.

asservi. En effet, un systeme trés mal amorti sera stable au sens strict du terme,
mais jugé d'une stabilité insuffisante (mauvais amortissement). En d'autres
termes, il nous sera nécessaire d'aller au-dela de cette définition pour préciser la
qualité de la stabilité d'un systéme donné.

: Cet énoncé ne permet cependant pas de qualifier le comportement d'un systeme

1.3 Réduction de I'ordre d’un systéme - pole dominant.

Pour mieux en comprendre le réle des pdles de la fonction de transfert en boucle fermée,
(FTBF) , on a représenté dans le plan complexe (fig 1-4 et 1-5) I’allure de la réponse a
I’impulsion de Dirac selon la position des pdles de la FTBF d’un systéme.

» On retrouve les sorties instables déja étudiées correspondant a des parties réelles
négatives ou nulles.

» Pour les podles a partie réelle négative, la réponse converge vers zéro et plus le pole est
¢loigné de 1’axe imaginaire, plus la décroissance est rapide. L’amortissement croit.

» On observe que les racines complexes conjuguées font apparaitre des oscillations.

» On distingue les racines réelles par leur absence d’oscillation.

Le cas particulier du second ordre : on peut relier ces comportements a 1’évolution de la
pulsation propre @y et du coefficient d’amortissement z.
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4 Pole simple
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L’amortissement de la réponse croit I Figure 1-4

Cas particulier 1 : Un systéme présentant un certain nombre de poles complexes a partie
réelle nulle est un systéme juste oscillant (ou systéme marginalement stable

mais considéré instable.
Cas particulier 2 : Un systeme « intégrateur pur » (de FTBF= 1/p) est un systeme instable

car une entrée en « échelon » conduit a une sortie en « rampe ».

Exemple de poles pour un second ordre : . )
Cas des racines réelles z > 1

K [
r=-z-0,tm, vz’ -1

T(p)= > 3
1+ Jp + Lz Cas des racines complexes z < 1
[0} (0
0 0 l'i:-Z'(l)():l:(!)o‘ l'Zz'j
Droite Iso-7 )
STABILITE \ Im INSTABILITE
Péles +aw,N1- e Poles a
conjugués partie réelle
0<z<I positive
Pole réel double = -ay
=1
\ Re
® >
Poles
imaginaire
Poles réels négatifs / pur
z>1
—zw, * W' -1
————————— —wyN1- 7’

Cercle Iso-@),
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Ainsi, pour un systéme stable, on peut remarquer que 1’effet des pdles tres éloignés de 1’axe
imaginaire disparait bien avant celui des poles qui en sont plus proches, compte tenu des
décroissances exponentielles tres différentes. Aussi, les poles du systéme les plus proches de
I’axe imaginaire sont qualifiés de poles dominants.

A, Certains des poles de la fonction de transfert (FTBF) du systéme ont une

- Il s’agit des poles (a partie réelle négative) les plus proches de 1'axe des
imaginaires.

Ils sont appelés ""poles dominants' et on peut en général simplifier I'expression du
dénominateur de la fonction de transfert (FTBF) en ne conservant que les termes
correspondants aux poles dominants.

Q ~ | contribution prépondérante sur le comportement du modele :

A le dénominateur doit étre sous forme canonique avant d’effectuer la simplification !!

L . Lorsqu’ils sont suffisamment éloignés des pdles dominants, les poles les plus

I’ordre de la fonction de transfert F(p) modélisant le systeme. On peut ainsi évaluer
les performances attendues d’un systéme en limitant la complexité des calculs.

. Q _ | éloignés de I’axe imaginaire peuvent étre négligés, ce qui permet de diminuer

Dans la pratique, le choix est simple si les poles sont suffisamment écartés les uns des autres,
et beaucoup plus délicat dans le cas contraire. Dans un cas favorable, on procéde comme suit :
« on garde le pole réel le plus proche de I’axe imaginaire et la paire de poles complexes
conjugués la plus proche de I’axe imaginaire ;

« on garde dans tous les cas les intégrateurs, donc le terme en p°.

Exemple : Soit une fonction de transfert : Im A
K o Figure 1-6

F(p) = avec T1<<T2
(1+Tp) - (1+T,p)

Les deux poles de la fonction de transfert sont :

P, = T et P, = T, donc P1 << P2 al .2 0

v

La figure 1-6 présente la position des poles
P1 et P2 dans le plan complexe : P2 est le
pole dominant.

-0.10

100

La réponse temporelle du systéme pour une entrée impulsionnelle (figure 1-7) montre que I’on
peut négliger la constante de temps la plus faible (T;) pour utiliser la forme de F(p) ou le terme

correspondant au pdle P, est supprimé : F(p) = ——
(1+T,p)

- . . K -t _t K _t
Justification : Dans I’expression de s(t) = ————(e Y e r 1, le terme ———e Y2
27N 27 M
correspondant au péle dominant devient prépondérant lorsque le temps croit (de méme pour la

réponse a 1’échelon figure 1-8).
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Ilustration de I’influence de la suppression du pdle non dominant sur les réponses impulsionnelle et indicielle.
A

} ﬁ ggt) Figure 1-7 | ‘# S(t) Figure 1-8

\ Sans T, '

. ‘\ Avec T,

Lieu d'Evans :

Les logiciels de simulation sont capables de m : e

, . o A . m
déterminer la position des pdles d'une fonction ol LIEU D'EVANS s
de transfert, pour différentes valeurs du gain pour K de 1 2 500 /
de boucle K variable de celle-ci ; la courbe 20 4
obtenue est nommée "lieu d'Evans". ol / K croissant

v

/ 0 Re
Exemple : la figure 1-10 représente le lieu ’ \
d'Evans du systéme de la figure 1-9 lorsque K 10
K (1+0,01-p)

varie de 1 a 500 : ::
|Figure 1-10 \
+ S -30 N
ED_y) ®)
p (1 + 051 : p)(l + 0505 . p) _40.
T - —1¢ -5 0 5 10

Figure 1-9

v

On visualise alors facilement l'instabilité (Re > 0) qui apparait avec 1'augmentation du gain de
boucle K.

1.4 Possibilité d’instabilité apres bouclage d’'un systeme pourtant stable

L’utilisation d’une boucle pour un SLCI, peut le déstabiliser le systéme. Pour illustrer le
phénomeéne on peut comparer la réponse d’un méme systéme, de fonction de transfert H(p),
dans le cas ou il est non bouclé puis dans le cas ou il est bouclé.

On le sollicite avec un méme signal d’entrée e(t) rectangulaire de période T et d’amplitude E,.
On considere qu’en boucle ouverte, le systéme étudié (bloc H(p)) entraine un déphasage de T/2

du signal et ’amplifie d’une valeur K, (>1) :
e(t)

E, E(p) H(p)

! T 1

¢

En boucle ouverte on constate que le systéme est stable, le signal de sorti¢ est juste amplifi¢ et
déphasé par rapport au signal d’entrée.
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Si on boucle ce méme systéme avec un retour unitaire et qu’il est soumis a la méme entrée en
créneau, H(p) est maintenant soumis a une entrée &(p) = S(p) — E(p) qui correspond a la
différence entre les deux signaux d’entrée et de sortie.

e(t) s(t)

E (p) S(p)
OE() L@i’ H(p) T 0 ?
t . > t

*

1 T 1

I¢——p!
Pour déterminer le signal de sortie s(t), il faut cette fois ci déterminer 1’écart €(t) qui entre dans
le bloc, 2 période par 'z période. Le tracé obtenu montre le phénomene de « pompage » ou
instabilité dans laquelle la grandeur amplifiée s(t) s’ajoute au signal d’entrée qui est lui-méme
de nouveau amplifié. Le processus se reproduit de période en période et le signal de sortie
diverge donc tres rapidement...

0 OO
& =E¢- Ki.& "E'"_ E s(t)
| 1 A
| LOOY
: : S4:Ka'£3___:_-:--ﬁ
£ =Eg E é é i
0 — L
L SZ = Ka.sl I
@l@@l@ & =~ E() - Ka.€1 L _ etc 0 r
[ T T B A ! > 1
I S 12
H(p) (P)
etc...
S3 = Ka.SZ ----- —

Pour la phase 1 : I’écart g, = E,.

Pour la phase 2 : I’écart &, = E, — S, = - Eg — K,.; =- E(.(1 + K,).

Pour la phase 3 : I’écart e3 = E3; — S; = E( — K,.6, = Eq — K,..(- Eo.(1 + K,)) = Eo.(1 + K, + Kaz).
Pour la phase 4 : I’écart e, = E4 — Sy = Eg — K,.65 = - Eg — K,.( Eo.(1 + K+ Kaz) =-Eo(1 +K,
+ K2+ K, ete...

Soit un écart qui tend en valeur absolue vers E(.(1 + K, + Ka2 + Ka3 + ... +K."). Le signal de
sortie diverge. Il y a donc instabilité apres bouclage si K, > 1.

L’existence d’une boucle de retour impose donc d’étudier la stabilité des systémes asservis :

e Soit a partir de critéres analytiques sur le polyndome caractéristique de la fonction de
transfert boucle fermée (FTBF) du systeme, ce qui nécessite d’avoir le modele
numérique de cette FTBF.

e Soit a partir de critéres graphiques sur les lieux de transfert de la fonction de
transfert boucle ouverte (FTBO) du systeme. Dans la pratique, les critéres
graphiques sont plutot privilégiés par les ingénieurs car ils permettent de déterminer
des marges de stabilité..
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2 Etude de la stabilité a partir de I'analyse de la FTBF

2.1 Etude de la stabilité a partir des poles de la FTBF
Le calcul de la fonction de transfert boucle fermée d’un systéme asservi permet de passer d’un
mod¢le bouclé a un modéle équivalent non bouclé de fonction de transfert H(p).

Simplification E(p) A(p) S(p)

—> ~— " s

La FTBF pouvant aussi se mettre sous la forme privilégiant 1’écriture en poles, il est par
conséquent possible de déterminer la stabilité d’un systéme asservi a I’aide de la condition
fondamentale.

| Rappel : Un systéme asservi est stable si sa FTBF posséde des poles a partie réelle négative.

2.2 Critere de Routh simplifié
Bien qu’il ne soit plus au programme en CPGE, on pourra retenir le critere de Routh simplifie.

Des considérations mathématiques sur les polyndmes permettent d’affirmer que :
, si ’'un des coefficients ay a a, du polyndéme du dénominateur de la fonction de transfert

Hgr(p) n’est pas strictement positif, alors 1’équation caractéristique admet au moins une
solution a partie réelle positive ou nulle.

Cette proposition permet d’énoncer une condition algébrique de stabilité :

“ 8 7 Pour qu’un systéme asservi soit stable, il est nécessaire que les coefficients a, a
a, du polyndme du dénominateur de sa fonction de transfert en boucle fermée
Hgre(p) soient tous de méme signe.

Nécessaire ne veut pas dire suffisant !

> Cas d’un premier ou d’un deuxiéme ordre
Cette condition est suffisante pour un 1¥ et un deuxiéme ordre :

1° ordre 2°™ ordre
- D(p)=ap+a4-p D(p)=ag +ay-p+ay-p>
by stable si les deux coefficients stable si les trois coefficients
gy et a;sont de méme signe. ay, & et aysont de méme signe.
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Exemple : Chaine de réegulation de l’inclinaison du scooter UNO Il en mode auto-balancé :
La chaine d'action permettant de réguler ['inclinaison

du Sco?ter est réalisée par un ei?s.emble amplificateur et U(p) [Modete de comportementan | ()
motoréducteur. Cet ensemble délivre un couple moteur —] scooter pour I"asservissement f—»
qui permet d’incliner le chassis par rapport a la d’inclinaison H(p)

verticale.

Le modele de comportement de ce systeme (amplificateur + motoréducteur + modéle
dynamique du chdssis = pendule inverse) donne une fonction de transfert qui peut s’écrire sous
la forme :

1(p)_lﬂ(p) K]

Ulp) %_pZ_]

;
Avec : U(p) transformée de Laplace de la tension de commande du motoréducteur, y(p)
transformée de Laplace de I’angle d’inclinaison du scooter par rapport a la verticale, K; gain
du systeme mécanique (K; = 0,24 rad/V) et w; pulsation propre du systeme mécanique (w; =
4,1 rad/s).
L’écriture en poles donne :

)= v(p) _ K of _ Ko _ Ko
Ulp) p’-o (p-o)(p+e)) (p-41).(p+41)
H;(p) possede 2 péles réels dont un est positif — le modele dynamique du scooter sans

asservissement est donc instable. On pouvait s’y attendre puisque le centre de gravité du
scooter est au dessus de [’axe de rotation des roues (pendule inversé /).

H1(P

> Cas d’un ordre supérieur a deux :

o 3™ ordre 4°™ ordre et plus
2 3 . .
. D(p)=ag+ai-p+ay-p~+az-p A T’aide de la calculatrice,
stable si les quatre coefficientsag, a;, ap et | chercher les racines et voir le signe
as sont de méme signe et si a;xay >ag xas. des parties réelles des poles.

Application : Commenter la stabilité des trois modeles ci-dessous :

1
FTBF : T, =
1(P) p4+p3+3p2+p+1
FTBF :T,(p) = !
2 pr+p+5pt+ap+4
FTBO: H,(p) = 10

p-(p+1)-(10p+1)
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FTBF : T;(p) =

1

4
p tp

3+3p2+p+1

Réponse indicielle

Réponse amortie i la fonction de transfert du 4¥¢ ordre

N

Second ordre en ne conservant que les p

oles dominan

ts

\

\ N
\ =table

arties reelle

F R () =

s de!

FTBF :T,(p) =

(P> +0.7p+236)(p>+0.3p+0.42)

1

| p=-0.5+0.866]

pr+p+5pt+ap+4

=2

| p=—0.5-0.866]

< —> Systeme 0s¢!

fant =

* Pollh a ¥ |
Présence @ MAgETE=E

I(p)=

FTBO : H,(p) =

l 0

(P’ +p+D(p°+4)

10

p-(p+1)-(10p+1)

nstable

i~
Il

1 p=40.19+08; |
e ik .

19-0.8

p=+0.

1.5

T

racines $

Les parties réelles de deux
1

FTBF: T3(p)= _

1+0,1p+L1p“+p

Page 11/20

5 -
ont positives — System

N S‘JstéT\e e

2=023->D;%=48%
®y =0.65rad/s > T, ~10s

! !
20 ES

nstable

! !
20 13

Réponse indicielle

Réponse oscillante

Awi

Réppnse divergente

ohse impulsionnelle

N

/

N\ /

L

On vérifie aussi qu’on n’a pas @y xay >dgxas
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2.3 Exemple de la chaine de régulation de I'inclinaison du scooter UNO III en
mode auto-balancé :

. e WoR— KON [roa (p)
Afin de stabiliser I’inclinaison du o ‘ o ‘ MOdelel,de comportement Vip
pour ["asservissemen
scooter, la grandeur de commande, u(t) (D 0 d’inclinaison H,(p)

est en fait ¢laborée a partir des mesures I
de y(¢) (réalisée par le gyrométre) et Uv Gy‘;“;etre
de w(¢) (réalisée par combinaison de la Up(p)]  Pendule +
. gyrometre
mesure du gyrometre et du pendule). K,

Pour étudier le comportement du systéme il faut d’abord déterminer la FTBF du systéme :

2
_ thp) Koy
Ho(p)= YR _ 1HPKAD) Hy(p) _ P2 —of _ Kyof?
W(p) 1t m 1+pK,.F1(p)+KpH(p) +pK, K4 .0)12 % K4 .0312 p2 - 0)12 +pK, K .0)12 +Kp.Ki .0312
1+pK,H(p) VR o PR R

Premier examen du critére de Routh :
Tous les coefficients du polynome caractéristique de la FTBF doivent étre positifs et non nuls.

D(p) = p2 + p.KV.K1.(o12 +Kp.K1.(D12 —(012 donc Kv'Kl >0 et KP'KI -1>0.
Ici le 1° examen suffit puisque le polyndéme caractéristique est du 2™ degré donc au final pour

que le systeme soit stable il faut K, >0 et K, >—.
1

2.4 Etude de la stabilité des systemes multi-variables

Exemple o)
p

Dans le cas d'un systeme subissant une )

&(p) S
perturbation P(p), si I’on étudie I’évolution de M@—» A(p) () B(p) (p);

la sortie s(t),
d’une part par rapport a I’entrée e(t), C(p)

d’autre part par rapport a la perturbation p(t),

Dans le cas de systemes multi-variables, on Es(p)
superpose deux modes : Ei(p) S(p)

e un 1" mode pour lequel ’entrée E»(p) —> » AR B(p)
est considérée comme nulle et T
e un 2" mode pour lequel I’entrée P(p) C(p)

est considérée comme nulle.

e Mode a entrée P(p)=0
S(p) A(p)-B(p)

Ei(p) S(p) =2\ =
J)»@—» A(p) B(p) A H1(p)‘P(p):0 E1(p)P(p)=O 1+ A(p).B(p).C(p)
T—- Cp)

A 4

A

Hi(p) est appelée la fonction de transfert en
poursuite.
e Mode a entrée E(p)=0
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l P(p)

®+

!

= 7

Halp )‘E(p)=o E

Le théoréme de superposition permet d’obtenir la fonction de transfert en boucle fermée du

C(p)
_ S(p) _ —B(p)
2(P) E(p)=0 1+ A(p)-B(p).C(p)

systéme multi-variables :

P
A®) »@ B(p) j.s(p) ﬂ@—» B(p)

A(p) | C)

en S(p) =Hy(p)-E(p)+Ha(p)-P(p) = 1+A/(\;(£.)é?;§§)-z>(p)

-E(p)+

—B(p)

S(p)

On observe que ces deux études se font avec la méme FTBO ;
On montre alors que les poles de la FTBF S(p) / E(p), et ceux de la fonction de transfert S(p) /
P(p) sont les mémes.

98

1+ A(p)B(p)-C(p)

P(p)

la FTBF : S(p) / E(p).

L’étude de stabilité du systéme comprenant les perturbations est donc la méme
que celle du systéme sans perturbation ; donc on ne fera qu’une seule étude : celle de

Exemple de la chaine de régulation de 1’inclinaison du scooter UNO III en mode auto-balancé :

Si le passager du scooter

S . U
s’incline en avant ou en arriére il W(P o" () Modéle de comportement
pour 1’asservissement
A 6 d’inclinaison H;(p)

crée une perturbation modélisée

par un angle a(p). Cette
perturbation sera compensée par
le systeéme.

| Uv(p) Gyrométre

K

Up(p) Pendu{e +
gyrometre

p

K..p

a(p)

w(p)

Apres manipulation du schéma bloc on obtient le systéme équivalent suivant :

()L(p_)>

1/, (p) FTBF Hy(p)

U(p)
W) § 9:‘ 9: v

i UP(P)[ Uv(p)
| K,
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La superposition permet d’obtenir la fonction de transfert boucle fermée du systéeme multi-
variables :

w(p)=H,(p)W(p)- H,(p).a(p)
Hl(p)
H (p) W(p)- I H,(p) _
1+K,.H (p)+pK, H(p) H(p) 1+K,H/(p)+pK, H/(p)

H,(p) B 1
+K,.H(p)+pK, H/(p) wip) 1+K,H (p)+pK, H/(p) «p)

v(p)= a(p)

Soit y(p) = "

Le polynome caractéristique de la FTBF D(p) est le méme pour la fonction de transfert en
poursuite y(p) / W(p) et la fonction de transfert en régulation y(p) / a(p). L’étude précédente
de la stabilité sans la perturbation reste donc toujours valable et suffisante.
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3 Etude de la stabilité a partir de critéres graphiques sur la FTBO

Dans la pratique, 1’étude de la stabilité¢ des systemes bouclés se fait plutot graphiquement
dans le domaine fréquentiel a partir de la FTBO.

Le fait que les critéres soient fréquentiels ne doit pas conduire a penser que 1’instabilité ne peut
se produire que si I’entrée est sinusoidale. En effet, tout signal d’entrée (un échelon par
exemple) peut étre décomposé en série de Fourier et donc étre considéré comme une somme de
signaux sinusoidaux couvrant un large spectre de pulsations.

Exemple du créneau

e(t) e(t) e(t)
tVV\N\ ri t

4 termes 10 termes

3.1 Stabilité d'un systeme bouclé

Le systéme bouclé ci-contre a pour FTBF

: . E( &(p) S(p) .
dans sa forme 1sochroneA. . P A(p) @,
T(o) = 0
1+A(jo)- B(jo)
Sa stabilité est conditionnée par le signe de la B(p

partie réelle des poles de T(jo) .
I1 faut donc étudier les solutions de 1+ A(jw):B(jo) = 0.

Rappel,

- La résolution d'une telle équation pose rapidement de sérieux problemes de calculs. Elle
n'est envisagée qu'avec une assistance informatique.

- Dans le cas ou on s’intéresse a la stabilité stricte, seul le signe de la partie réelle des poles
nous intéresse. On peut utiliser pour cela : Le critere de Routh. Le résultat est donc binaire et
ne fournit en conséquence aucune indication sur la qualité de la stabilité.

Critére graphique:

| A(jo)
11+ A(jo) - B(jo)
FTBF. On voit bien apparaitre une instabilité lorsque le dénominateur s’annule.

On sait que T(jo) est un complexe dont le module est égal au gain de la

En effet, le gain de la FTBF devient infini et cela implique que A(jw)-B(jo), le complexe
représentant la FTBO doit étre différent de -1
Par conséquent, une condition nécessaire de stabilité peut s'énoncer sous la forme suivante :

Pour avoir un systéme stable, il faut que Vo e R", A(jo).B(jo) # -1
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Il en résulte que la FTBO ne doit pas avoir :

- un gain Gy (@) =|A(jo) B(jo) =1

- en méme temps qu’une phase g, (@ )=-7
- Ce troisieme moyen repose sur le critére de Nyquist, et dans la pratique, sur sa version
simplifiée qu'est le critére du revers. Outre la vérification de la stabilité ou non-stabilité¢ d'un

systéme, il permet de montrer graphiquement la qualité de la stabilité et les parametres
influents. Notre programme se limite au critére du revers.

3.2 Critere durevers dans le plan de Bode

On veut montrer comment a partir de la fonction de transfert en boucle ouverte (FTBO) , il
est possible d'étudier la stabilité d'un systéme asservi, c'est-a-dire, du systéme en boucle
fermée.

Enoncé du critére :

Le systéme sera stable en boucle fermée si a la pulsation ®ygg ,
telle que 20log | FTBO(jw) | = 0dB,
la phase en boucle ouverte est supérieure a -180°.

Traduction graphique :

4GB Systéme instable ‘GdB (dB)

Systéme stable

:co (rad/s)

® (rad/s)

® (rad/s)

G <0dB

o (rad/s)

@ > -180°

-180° 4%

Autre formulation :

Le systéme sera stable en boucle fermée si a la pulsation ®-;g-,
telle que arg[FTBO (jo)] = -180°,
le gain en boucle ouverte 20log | FTBO(jo) | est inférieur a 0dB.
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3.3 Marges de stabilité.

Avoir établi qu’un systéme est stable ne suffit pas. On décrit plus précisément le
comportement stable ou instable des systémes en définissant des marges qui garantissent un
fonctionnement satisfaisant.

Les criteres retenus reposent la position du LTBO par rapport au point critique suivant deux
directions : 1'amplitude et la phase.

Définitions :

Marge de gain :

MG = -20.10g | A(jo.150)-B(jo.150) | , @150 tel que Arg [A(jo).B(jo)] = -180°

Une marge de gain de 6dB permet une latitude d'un facteur 2 sur le gain en boucle ouverte. La
valeur retenue est généralement comprise entre 6 et 15dB. On retiendra 10dB.

Marge de phase :

Mo =180 + Arg [A (joas) B (jooas) 1 » woas-tel que | A(jo).B(jo) | =1

®yqp-est appelée pulsation de coupure a 0dB
La valeur pratique retenue pour la marge de phase est comprise entre 45 et 60°.

Marge de gain et de phase dans le plan de Bode

A GdB (dB)
0dB ©odp ® (rgd/s)
i Mg
i | G(@.180°)
2 20 M I
no ! f®-180° o) (r:ad/s)
v |
@ (@oan) :
1
Mo |
-180°
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3.4 Application sur la chaine de régulation de I'inclinaison du scooter
UNO III en mode auto-balancé :
La consigne de la régulation de I’inclinaison du chassis w/(¢) par rapport a la verticale est notée

w.(2).
Sur le systeme il e-X Iste ur-1 . l//c(p ) &(p) Correcteur W(p) Systeme de v(p)
correcteur proportionnel intégral de >

) e C(p) stabilisation Hy(p)
fonction de transfert C(p) qui 1 |
¢labore le signal w(t) (de

transformée de Laplace W(p)) a K,
partir de I’écart (¢) =y, (1) —w(?).

1
C(p) :Ki'(1+T_) et H,(p)=
P —.0"-1+K, K +pK K,
2
Ou K, =0,24 rad/V, o; = 4,1 rad/s, K, = 2,15 rad/V, K, = 13,5 V/rad, K; = 31,7 V/rad
et T;=0,93 s.

Pour étudier graphiquement la stabilité du systéme il faut déterminer la FTBO T(p) = % .
e\p
1 K .
T(p) =Y L) _ c(p)H,(p)=K.(1+ ) ! Soit :
&(p) PP+ pK, K 14K K,
o]
Kl
K K —1
T(p)=K,.(1+ ! ). pl1 =31,7.(1+ ! ). 0;107
T.p 1 oy KK 0,93.p" 0,0265.p> +0,23.p +1
(K, K -Dao’" KK -1
4 Ggg (dB)
40 dB

Graphiquement on constate a I’aide

du critere du revers que le systéme
est stable.

Sa marge de phase pour ®, étant
égale a M,, = 45°.

o (rad/s)

Nt

—

p—

W

N
e o s [

180 e __ T
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3.5 Amortissement et marge de phase

L'amortissement de la réponse en BF peut étre estimée a I'aide de I'abaque de Black.
Pour des systémes qui se comportent en boucle fermée comme un second ordre
oscillant,

1

277/ 1-22°

I'amortissement est directement li¢ au coef. de surtension : Q =

Une seconde approche consiste a utiliser la marge de phase.

Nous avons vu que la marge de phase permet de quantifier la "distance" entre le point
critique de stabilité et le LTBO a la pulsation pour laquelle le gain en BO vaut 1.
L'utilisation de cette grandeur pour régler I'amortissement repose sur la relation suivante :

Pour un systéme du second ordre oscillant dont le gain en boucle ouverte est
"grand", le coefficient d'amortissement en boucle fermée peut étre approximé par
la marge de phase (exprimé en degré) et divisé par 100.

o

M
Zer ~ 1c;Po

Pour un systéme du second ordre, le dépassement indiciel dépend exclusivement du coef.

d'amortissement. D,% ! . . . . . . .
08 [N\~ T
d=10% = zr=06 = Mo~ 60° N B A R S
07 f---- i ik SOTCEL EEECEEERERT EERERE SRR
d= 20% = zgr=0,45= Mo~ 45° O F T N S S S S SO SO

e B
Cette relation permet pour les systémes dont le 04 -----
comportement en BF est comparable a celui T U S S S S
d'un second ordre d'estimer la marge de phase T S N S R S SN SR S
a régler pour obtenir un amortissement donné S U A S SN B B S
en boucle fermée. . 7

i 0.1 (1] 03 0.4 0.3 0.6 0.7 08
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4 Causes d’instabilité

4.1 Lesretards purs

Lorsqu’un systéme modélisé par une fonction
H(p) subit un retard pur noté r, la fonction de
transfert est multipliée par e 7.

Le nouveau modele s’écrit alors :

T(p) = H(p)e™
C qui donne pour la pour la réponse

H(j o)

harmonique : 7'( /- @)

Onnote que e ' /“ a

- un module constant et égal a 1 soit
20log(G) =0dB
-etun argument : @ =-r-®.

-T.jo

Exemple : H(jw)=

1+7T.jo
Il s’agit d’un retard pur associé a un systéme
du ler ordre. Seule la courbe de phase du
systéme est affectée par le retard pur.

Ggp (dB)

A

T o (rad/s)
0 >
¢ (°)

A

. UT o (rad/s)
0 >

k 1° ordre
-90° S A

.
.
.
-
.
)
-
L
-
-
LY

1° ordre avec
retard pur

La présence d’un retard pur (il y a en dans tous les systémes) dans la FTBO pourra entrainer

I’instabilité du systéme en BF.

4.2 Le gain en boucle ouverte

Pour les systemes d’ordre supérieur a 2 I’augmentation du gain en boucle ouverte Kpg peut

conduire a un risque d’instabilité.

Tracéssdn’une méme FTBO dans le plan de Bode pour deux valeurs de Kgo.

5(0) 10-K-.

I+p+02p =002

[\ keo=1

/ !

\/‘\ / Kep=0,7

/

2NN
\J/ \\/
v\

N
/

A %4

v »

-1.6

TEMPS (s)

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

4.3 Les intégrateurs

3.0

4.0 4.5

5.0

La présence d’intégrateur(s) dans la FTBO apporte un déphasage de - 90°, ce qui rapproche le
lieu de transfert du point critique, donc tend a déstabiliser le systéme.
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